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Â.1 ÁÓÕÌÌÅÔÑÏ ÓÕÓÔÇÌÁ

( )




>ην⋅
≤ην⋅η⋅+

≤⋅Η
3,6.0
3,1.02.0

K/N
y

y
I ................. Óôñåðôïêáìðôéêüò ëõãéóìüò êáôÜ É-É

( )




>ην⋅
≤ην⋅η⋅+

≤⋅Η
3,6.0
3,1.02.0

K/N
x

x
II ...... Óôñåðôïêáìðôéêüò ëõãéóìüò êáôÜ ÉÉ-ÉÉ

üðïõ: I, II åßíáé ïé êýñéïé Üîïíåò åëáóôéêüôçôáò ôïé÷ùìÜôùí

Â.2 ÓÕÌÌÅÔÑÉÊÏ ÙÓ ÐÑÏÓ ÄÕÏ ÁÎÏÍÅÓ ÓÕÓÔÇÌÁ

I – I: Ôßèåôáé 1y =ν ...............................................Ìåôáöïñéêüò ëõãéóìüò

II – II: Ôßèåôáé 1x =ν ...............................................Ìåôáöïñéêüò ëõãéóìüò

III – III:




η⋅
η⋅+

≤
6,0
1,02,0

K/NHr IIIB ......................Óôñåðôéêüò ëõãéóìüò

Â.3 ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÓ ÔÙÍ ÓÕÍÔÅËÅÓÔÙÍ xv  ÊÁÉ yv  ÓÕÓÔÇÌÁÔÏÓ

ÔÏÉ×ÙÌÁÔÙÍ

Óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ôõ÷üíôïò óõóôÞìáôïò ôïé÷ùìÜôùí ôá äéáäï÷éêÜ âÞìáôá
õðïëïãéóìïý åßíáé ôá áêüëïõèá:

Â.3.1   Ìçôñþï äõóêáìøßáò

ÊÜèå êáôáêüñõöï óôïé÷åßï (i) ÷áñáêôçñßæåôáé áðü ôï êÝíôñï âÜñïõò iG , áðü ôï
åëáóôéêü êÝíôñï iK  êáé áðü ôïõò êýñéïõò Üîïíåò áäñÜíåéáò ( ii  , ηξ ) ôçò äéáôïìÞò
ôïõ. Ïé ñïðÝò áäñÜíåéáò ùò ðñïò ôïõò Üîïíåò áõôïýò êáé ç óôñåâëùôéêÞ áäñÜíåéá
ùò ðñïò ôï óçìåßï iK  ãñÜöïíôáé áíôßóôïé÷á ii I ,I ηξ  êáé iIκ . Óôï ôõ÷üí ãåíéêü
óýóôçìá áíáöïñÜò xyzO  ôï ìçôñþï äõóêáìøßáò ôïõ óõóôÞìáôïò ãñÜöåôáé
(Ó÷Þìá. Â.1):
















=

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

KKK
KKK
KKK

K
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üðïõ:

( ) ∑∑ ⋅=αηµ⋅+ασυν⋅⋅= ξη
i

yi
i

i
2

ii
2

ixx IEIIEK

( )∑ ∑⋅=ασυν⋅+αηµ⋅⋅= ξη
i i

xii
2

ii
2

iyy IEIIEK

( )∑ ⋅⋅⋅−⋅+⋅+⋅= κ
i

xyiiixi
2
iyi

2
iizz Iyx2IxIyIEK

( )∑ ∑⋅=συνα⋅ηµα⋅−⋅== ξη
i i

xyiiiiiyxxy IEIIEKK

( )∑ ⋅+⋅−⋅==
i

xyiiyiizxxz IxIyEKK

( )∑ ⋅+⋅−⋅==
i

xiixyiizyyz IxIyEKK

E = ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò óêõñïäÝìáôïò.

Â.3.2   Åëáóôéêü êÝíôñï - Êýñéïé Üîïíåò

Ïé óõíôåôáãìÝíåò ôïõ åëáóôéêïý êÝíôñïõ Ê ôïõ óõóôÞìáôïò äßäïíôáé áðü ôéò
ó÷Ýóåéò:

2
xyyyxx

zxxyzyxx

KKK

KKKK
x

−⋅

⋅−⋅
=κ ,

2
xyyyxx

zxyyzyyx

KKK

KKKK
y

−⋅

⋅−⋅
=κ

êáé ï ðñïóáíáôïëéóìüò ôùí êýñéùí áîüíùí åëáóôéêüôçôáò (É, ÉÉ) êáèïñßæåôáé áðü
ôçí ãùíßá κω  ôçò ó÷Ýóçò (Ó÷Þìá Â.1):

yyxx

xy

KK
K2

2
−

⋅
=ωεϕ κ

Ç ïîåßá ãùíßá κω  ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç (èåôéêÞ Þ áñíçôéêÞ)
êáèïñßæåé ôçí èÝóç ôïõ Üîïíá É áí yyxx KK >  Þ ôïõ Üîïíá ÉÉ áí  yyxx KK < .
Óôï óýóôçìá áíáöïñÜò ôùí êýñéùí áîüíùí åëáóôéêüôçôáò (É,ÉÉ,III) èá Ý÷ïõìå ôéò
ìåôáöïñéêÝò äõóêáìøßåò ôïõ óõóôÞìáôïò:
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2
xy

2
yyxxyyxx

III K
2

KK
2

KK
JEK +




 −
+

+
=⋅=

2
xy

2
yyxxyyxx

III K
2

KK
2

KK
JEK +




 −
−

+
=⋅=

êáé ôçí óôñåâëùôéêÞ äõóêáìøßá:

xyyy
2

xx
2

zzIII Kyx2KxKyKJEK ⋅⋅⋅+⋅−⋅−=⋅= κκκκκ

         y                                             kη                               iξ
                                                                     kξ
                                                                               iη
                                   II                              iy          I

                                                                 iη                      iξ
 ky                                                      kω                      iα
 iy                                              K                                            ix
                                                                                 iK
                                                         nη
                                                                        nξ

    0                                         kx                          ix                             x

Ó÷Þìá Â.1: Óýóôçìá ôïé÷ùìÜôùí

Â.3.3   ÐáñÜëëçëç äéÜôáîç óôïé÷åßùí

Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç êáôáêüñõöùí óôïé÷åßùí ìå ðáñÜëëçëç äéÜôáîç ôùí êýñéùí
áîüíùí áäñÜíåéáò  ( ii  , ηξ ) èá Ý÷ïõìå 0KK yxxy ==  êáé:

( )
( )

( )∑
∑∑

∑∑

η

ξηκξ

ξη

⋅⋅−==

⋅+⋅+⋅=⋅=

⋅⋅+==⋅=

i
iizxxz

i
i

2
ii

2
iizz

i
iyy

i
iizyyz

i
ixx

IyEKK

IxIyIEK                             ,    IEK

IxEKK                              ,  IEK
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Ïé êýñéïé Üîïíåò (É, ÉÉ) èá Ý÷ïõí ôïí ßäéï ðñïóáíáôïëéóìü ìå ôïõò Üîïíåò ( ii  , ηξ )
êáé ïé óõíôåôáãìÝíåò ôïõ åëáóôéêïý êÝíôñïõ Ê èá åßíáé:

yy

yz

K
K

x =κ ,  
xx

zx

K
Ky −=κ

Ïé êýñéåò äõóêáìøßåò ôïõ óõóôÞìáôïò äßäïíôáé áðü ôéò ó÷Ýóåéò:

xxIII KJEK =⋅=

yyIII KJEK =⋅=

yy
2

xx
2

zzIII KxKyKJEK ⋅−⋅−=⋅= κκκ

Â.3.4   ÔéìÝò ôùí óõíôåëåóôþí xv  êáé yv

Èåùñïýìå ôï óýóôçìá áíáöïñÜò xyzB  ìå áñ÷Þ Â ôï êÝíôñï ôùí áîïíéêþí
äõíÜìåùí iN  üëùí ôùí êáôáêüñõöùí óôïé÷åßùí óôç âÜóç ôïõò êáé Üîïíåò (x, y)
ðáñÜëëçëïõò ðñïò ôïõò êýñéïõò Üîïíåò åëáóôéêüôçôáò (É, ÉÉ) (Ó÷Þìá Â.2). Áí
åßíáé xe  êáé ye  ïé åêêåíôñüôçôåò ôïõ åëáóôéêïý êÝíôñïõ Ê ùò ðñïò ôï ðáñáðÜíù
óýóôçìá áíáöïñÜò, ïé áäéÜóôáôïé óõíôåëåóôÝò xv  êáé yv  õðïëïãßæïíôáé áðü
ôéò ó÷Ýóåéò:

2
y

22
y

2
y2

y

2
x

22
x

2
x2

x

2
1

2
1

v

2
1

2
1v

ε+








 λ−
−

λ+
=

ε+




 λ−−λ+=

üðïõ:

( ) eKK
r
1 2

xIIIII2
2
x

b
+⋅=λ

( ) eKK
r
1 2

yIIII2
2
y

b
+⋅=λ

bxx re=ε
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byy re=ε

∑ ⋅⋅=
i

i
2
ib Nr

N
1r áêôßíá åêôñïðÞò êáé riïé áðïóôÜóåéò ôùí áîïíéêþí

äõíÜìåùí iN  áðü ôï êÝíôñï Â, ( ∑=
i

iNN ).

Ãéá 1x ≤λ  Þ 1y ≤λ  ç èåìåëéþäçò éäéïìïñöÞ ëõãéóìïý ôïõ óõóôÞìáôïò èá Ý÷åé

äåóðüæïíôá óôñåðôéêü ÷áñáêôÞñá, åíþ ãéá  1x >λ  êáé 1y >λ  èá Ý÷åé
äåóðüæïíôá ìåôáöïñéêü ÷áñáêôÞñá (óôñåðôïêáìðôéêüò ëõãéóìüò).

ÔÝëïò, ãéá 0e =  èá Ý÷ïõìå 22v λ=   áí 12 <λ   Þ  1v2 =  áí 12 >λ .

             z                                     III

                                   y                       II

                       ye           iN                              I
                                                  K
                              ir

       B                      xc                                               x

Ó÷Þìá Â.2: Êåíôñïâáñéêü óýóôçìá áíáöïñÜò




